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НЕЧІТКІ МОДЕЛІ АНТАГОНІСТИЧНИХ ІГОР

У роботі запропоновано спосіб розв’язування певного класу теоретико-ігрових моделей за умов невизна-
ченості. Обґрунтовано, що значну частину задач економічної конкуренції можна звести до скінченної 
матричної гри двох гравців із нульовою сумою, матриця виграшів першого гравця якої має специфічний 
вигляд. Ураховуючи високий ступінь невизначеності сучасних вітчизняних ринків і необхідність спро-
щення наявної ситуації під час її моделювання через неможливість включення в розроблювану модель 
всіх реальних багатоманітних зв’язків, у статті розглядаються антагоністичні ігри з нечіткими параме-
трами. Запропоновано шукати розв’язок розглянутого класу скінченних матричних ігор зведенням їх 
до двох двоїстих оптимізаційних задач лінійного програмування з гнучкими граничними обмеженнями. 
Знайшовши розв’язок цих двоїстих задач і розрахувавши змішані стратегії двох гравців, особа, яка при-
ймає управлінські рішення, зможе зробити правильний вибір серед сукупності альтернативних рішень.
Ключові слова: теорія матричних ігор, оптимальна стратегія, модель лінійного програмування, нечітка 
модель, функція належності, кусково-лінійна функція належності.

Постановка проблеми. Рушієм ринкових від-
носин є конкуренція. Без здорової економічної 
конкуренції нормальне функціонування ринко-
вого механізму неможливе. Для становлення й 
утвердження в Україні нормальних ринкових 
відносин необхідні наукові дослідження цих про-
цесів, зокрема потрібне вивчення можливих кон-
фліктних ситуацій в економіці країни та методів 
їх вирішення. 

Суттєву допомогу в ефективному вирішенні 
цих проблем на сучасному рівні розвитку науки 
надає математика, особливо її найновіші теорії та 
підходи. Моделюванням конфліктних ситуацій та 
виробленням оптимальної поведінки їх учасни-
ків займається теорія ігор. Сьогодні науковцями 
розроблено цілу низку видів ігрових моделей і 
методів їх розв’язування. Звести до ігрової схеми 
можна багато реальних ситуацій. Цю теорію 
доцільно використовувати для прийняття ефек-
тивних управлінських рішень як на мікро-, так і 
на макрорівні.

У разі моделювання будь-яких ситуацій чи 
процесів, щоб складена модель не була надто 
громіздкою, процедуру її побудови спрощують і 
деякі другорядні чинники не враховують. Ана-
логічно отримують ігрові моделі. У результаті 
отримана «точна» модель не враховує всіх необ-
хідних моментів. Урахування впливу цих чинни-
ків призводить до нечітких моделей, які хоча й 
наближені, але їхні розв’язки ближчі до реальних 
величин порівняно з розв’язками «точних» моде-
лей. Тому актуальними є наукові дослідження, 
які зводять вирішення потрібної проблеми до зна-
ходження розв’язку нечітких моделей і викорис-
тання для цього теорії нечіткої логіки і нечітких 
множин. 

Аналіз останніх досліджень і публікацій. Роз-
робленню основних положень теорії ігор та вико-
ристанню цієї теорії для вирішення цілої низки 
економічних проблем присвячено наукові публі-
кації багатьох учених – від першої ґрунтовної 

монографії Дж. Фон Неймана і О. Моргенштерна 
[1] із цієї проблематики до найновіших наукових 
статей, монографій та інших публікацій науков-
ців з усього світу. Українські вчені також активно 
використовують цю теорію у своїх дослідженнях. 
Наприклад, автори монографії [2] використали 
апарат теорії ігор для аналізу і прогнозування 
політичних процесів. Узагальнення наукових 
досліджень, які оперують ігровими моделями для 
аналізу, оцінювання та прийняття рішень в умо-
вах ризику, подано в книзі [3]. Дослідженнями 
теоретико-ігрових моделей та їх застосуванням до 
вирішення різних економічних задач займалися 
Ф. Рогальський, Я. Курилович, А. Цукоренко [4], 
В. Юринець [5], С. Лондар [6] та ін.

Указані дослідження виконані в припущенні, 
що параметри моделей чітко визначено. Хоча в 
дійсності під час моделювання значної кількості 
економічних задач ситуацію спрощують, а в реаль-
ності ми не можемо точно вказати величини цих 
параметрів. Можна вказати тільки, що значення 
даного параметра приблизно дорівнює певному 
числу чи належить певному інтервалу. У резуль-
таті отримуємо нечіткі моделі, або інакше моделі 
за умов невизначеності, дослідженню яких при-
святили свої роботи, крім зарубіжних, такі укра-
їнські науковці, як В. Вітлінський, А. Матвійчук 
[7], М. Сявавко, О. Рибицька [8], Ю. Зайченко [9], 
А. Ротштейн [10], Н. Купрій [11] та багато інших. 
У науковій статті [12] запропоновано підхід до 
знаходження розв’язку специфічної антагоністич-
ної гри, модель якої відображає значну кількість 
економічних задач. Розв’язування вказаної гри 
у цій статті зводиться до оптимізаційної задачі 
лінійного програмування із гнучкими граничними 
обмеженнями, для моделювання яких використо-
вується лінійна функція належності. У пропоно-
ваній до огляду роботі зроблено спробу вирішен- 
ня розглянутого завдання, моделюючи ці гра-
ничні обмеження кусково-лінійними функціями  
належності.
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Мета статті. Головною метою цієї роботи є 
розроблення методу зведення певного класу тео-
ретико-ігрових моделей за умов невизначеності 
до задачі лінійного програмування з граничними 
обмеженнями, коефіцієнти яких зображено кус-
ково-лінійними функціями належності і знахо-
дження оптимального розв’язку цих задач.

Виклад основного матеріалу. У процесі еконо-
мічних досліджень значна частина науковців для 
моделювання конфліктних ситуацій застосовує 
теорію ігор, зокрема теорію скінченних антагоніс-
тичних ігор двох гравців із нульовою сумою. Дея-
ким із таких ситуацій відповідає антагоністична 
гра � � X Y H, ,� �  у змішаних стратегіях із матрицею 
виграшів першого гравця, яка має вид:
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Причому в квадратній матриці (1) величини pi  
( i n=1, )�  і ti  ( i n=1, )�  додатні. Вектори X x x xn� �� �1 2, , ,� � �  
і Y y y yn� �� �1 2, , ,� � �  – змішані стратегії відповідно 
першого і другого гравців. До такої моделі антаго-
ністичної гри зводяться, наприклад, задача збуту 
сільськогосподарської продукції [13], задача конку-
рентної боротьби продавців на роздрібному ринку 
товарів [14], а також низка інших подібних задач.

Припустимо, що всі p pi =  ( i n=1, )�  і віднімемо 
p від кожного елемента матриці (1). Унаслідок 
цієї операції ціна гри також зменшиться на вели-
чину p, а оптимальні стратегії обох гравців не змі-
няться. У результаті отримаємо матрицю:
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де h p ti i� � , ( i n=1, )� . 
Причому величин hi > 0 , ( i n=1, )� .
Для того щоб розв’язати антагоністичну гру 

з матрицею виграшів першого гравця (2), можна 
звести її до оптимізаційної задачі лінійного програ-
мування. Для цього можна використати кілька мето-
дів [15, с. 55–57], простіший з яких передбачає, що 
ціна гри є додатною. Ураховуючи те, що в розгляну-
тій моделі вона від’ємна, у роботі [14] доведено, що 
у цьому разі наша матрична гра еквівалентна такій 
парі двоїстих задач лінійного програмування (зро-
блено припущення, що кількість чистих стратегій  
у обох гравців однакова і дорівнює n):
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Y y y yn� �� �1 2, , ,� � �  – оптимальні змішані стратегії 
(щоб не ускладнювати позначення, ми позна-
чили оптимальні змішані стратегії такими ж літе-
рами, як і звичайні змішані стратегії)) відповідно 
першого і другого гравців антагоністичної гри з 
матрицею виграшів першого гравця (2). 

Розв’язавши двоїсті задачі (3), (4), знайдемо ці 
оптимальні стратегії двох гравців заданої гри за 
формулами

x si i� � � � , ( i n=1, )� , y qj j� � � � , ( j n=1, )� .    (5)

У разі коли всі коефіцієнти в задачах (3), (4) 
детерміновані, знайти їх розв’язок не становить 
особливих труднощів. Наприклад, можна ско-
ристатися програмними продуктами, які реалізу-
ють алгоритм симплекс-методу. Однак у багатьох 
практичних задачах усі ці коефіцієнти чи частина 
з них можуть бути «нечіткими» (ще кажуть «роз-
митими» чи «гнучкими»). Тоді виникає необхід-
ність у застосуванні теорії нечіткої логіки і нечіт-
ких множин. 

Використання положень цієї теорії залежить 
від того, який вид нечіткості мають первинні дані. 
Для визначеності припустимо, що коефіцієнти ti   
( i n=1, )�  можуть змінюватися від ai  до a ci i+   
( i n=1, )� , а p  – від a  до a c+ . Причому різним від-
хиленням від значення ai  приписуються свої межі 
допустимості. Для лівих меж указаних проміж-
ків міра допустимості дорівнює одиниці, а далі 
чим більше відхилення вправо від цієї межі, тим 
менша міра його допустимості, і дорівнює нулю 
для правих меж цих проміжків. Для спрощення 
використовуваних формул позначимо t p0 = , 
a a0 = , c c0 = , a ai i

0 =  і a a ci
K

i i
i � � . У разі викорис-

тання кусково-лінійної функції належності для ti   
( i n= 0, )�  з урахуванням формули рівняння прямої, 
що проходить через дві точки, цю функцію можна 
записати так:
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Причому у формулі (6) величини �i
t
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( i n k Ki� � �0 1 1, , , )� � �  вибираються так, щоб функ-

ції � ti� �  були увігнутими в інтервалах ( , )a a ci i i� +   

( i n= 0, )� .

Однак у моделі (4) коефіцієнтами є суми 

h p ti i� � , ( i n=1, )� . Формула функції належності 

для коефіцієнта hi  ( i n=1, )�  матиме вигляд:
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Заміна в обмеженнях задачі (4) «твердих» 
параметрів на «м’які» з функціями належності (7) 
не порушує умову лінійності цієї задачі.

Розв’язування задачі (4) з нечіткими коефіці-
єнтами, функції належності яких задані форму-
лами (7), є проблематичним. Тому для можливості 
використання описаного в літературі підходу до 
розв’язування задач лінійного програмування 
з нечіткими параметрами зведемо її до іншого 
вигляду. По-перше, цільову функцію помножимо 
на мінус одиницю і зведемо її до задачі на мак-
симум. По-друге, кожну нерівність поділимо на 
коефіцієнти за невідомих із протилежним знаком 
(у кожній нерівності вони рівні між собою), тобто 
на ( −hi ), ( i n=1, )� . Тепер задача (4) матиме вигляд:

z z q q q max

q q q
h

q q q

n

n n

n n
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Отримана задача має параметри тільки в пра-
вих частинах нерівностей-обмежень. Ці параме-
три є нечіткими. Щоб отримати формули їхніх 
функцій належності, спочатку напишемо фор-
мули таких функцій для параметрів h hi i

* � � � 0 ,  
( i n=1, )� . Вони матимуть вигляд:
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де l K K k k K Ki o i o� � � �1 1, ,� � , ( i n=1, � ).

Для параметрів h
h

i

i

�

� �
1

 ( i n=1, � ) функції належ-

ності матимуть такий вигляд:
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де b b d

a
i
k

i

k i i
k� � �

�

1 0 , ( k K Ki o= 0, � ), ( i n=1, � ).

Розглянуті формули записані нами в припу-
щенні, що всі обмеження задачі (8) є нечіткими. 

Однак на практиці можливі випадки, коли не всі 
ці обмеження можуть бути «гнучкими». Припус-
тимо, що нечіткими є тільки m  обмежень. Пере-
ставимо їх на початок системи обмежень. Мно-
жина допустимих розв’язків початкової задачі 
від цього не зміниться. Для спрощення запису 
моделі задачі і кращого розуміння її нечітких 
обмежень представимо її у формі, аналогічній до 
цієї, якою представлено подібні моделі в роботі  
[8, с. 140]:
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де g q q q q qi i i n� � � ��� � ���� �1 2 1 1 ,

 d

a a
i
K K

i i

K K
i o

i o
� �

� �

1 1
0

. 

Гнучке співвідношення " "��  інтерпретується 
так: ліва бік нерівності не перевищує другого 
числа її правої частини і в більшості її випадків 
менша чи рівна першому числу цієї частини.

Множину альтернатив, які задовольняють 
обмеженням задачі лінійного програмування (11), 
позначити через Q . Тоді її можна записати в 
іншому виді, а саме: 

Q q R j n g b d i m g b i mj
n

i i i
K K

i i
i o� � �� � � � � � � � � � � �� � � � � � � � �1 1 10 0, | , ; ,, .�n� �          

(12)
Q q R j n g b d i m g b i mj

n
i i i

K K
i i

i o� � �� � � � � � � � � � � �� � � � � � � � �1 1 10 0, | , ; ,, .�n� �
Тобто тепер задачу лінійного програмування 

(11) ми представили як задачу знаходження цілі 
z на множині допустимих розв’язків Q , яку 
візьмемо як універсальну множину для цілі z. 

У роботі [8, с. 146] стверджується, що згідно з 
підходом Беллмана-Заде, нечітка задача лінійного 
програмування (11) зводиться до задачі:

� � max ,                        (13)

за умов, що q Q j nj � �� �� �1, , � �� � �z z , � �� � �i ig   
( i m=1, � ), 0 1� �� ,

де � � � �� � � � � � � ��� ��min z m mz g g, , ,� � �1 1 , а �z z� �  і �i ig� �  
( i m=1, � ) – вибрані функції належності, відповідно, 

величин z  і gi  ( i m=1, � ).
Для того щоб модель (13) належала до класу 

моделей задач лінійного програмування, необ-
хідно, щоб функції належності �z z� �  і �i ig� �   
( i m=1, � ) були неперервними і лінійними чи кус-
ково-лінійними. Тоді, застосовуючи ефективний 
метод, їх легко розв’язати. 

Поступаючи за аналогією з поданим вище, 
задамо ці міри належності у виді неперервних 
кусково-лінійних функцій. Зокрема, з кускової 

інсталяції w wl
z

l,� � �� � , l L= 0 0, � , L N0 ∈  за заданих 

[8, с. 148] початкових умов 

w w w dz
0 0

0 0 0, ,� � �� � � �� �� , w w wL
z

L0 0
0 1, ,� � �� � � � ��    (14)

і рекурентних співвідношень 

w w w wl l
z

l
z

l� �� � � � � �1 1, �� � , l L=1 0, �  утворимо на кож-

ному проміжку w wl l��� ��
1, , l L=1 0, �  формулу для 

функції належності
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Причому невідомі величини w0  і d0  для почат-
кових умов раціонально визначає особа, яка при-
ймає рішення, на основі таких обмежень: 

�
z w d

w z

� �
�

�
�
�

0 0

0

,                      (16)

де z  і z  – оптимальні розв’язки таких задач 
лінійного програмування:
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Аналогічно, ураховуючи кускову інсталя-

цію g gi
l

i i
l,� � �� � , l Li= 0, � , L Ni ∈ , початкові умови 

(дивись модель (11)) 

 g g bi i i i
0 0 0 1, ,� � �� � � �� �� , g g b di

L
i i

L
i i

K Ki i i o, ,� � �� � � � �� �0 0� , (19)

і рекурентні співвідношення g gi
l

i
l� �1 , 

� �i i
l

i i
lg g�� � � � �1 , l Li=1, �  напишемо для кожного про-

міжку g gi
l

i
l��� ��

1, , l Li=1, �  формулу функції належ-

ності у вигляді
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Можна показати, що функції належності (15) і 
(20) ( µz  і µi  � �i m1, � ) є увігнутими функціями від-
повідно на проміжках w d w0 0 0�� �, �  і [ � � �b b di i i

K Ki o0 0, ]� , 

( i m=1, � ), а нечітка модель (11) дефазифікується 
у таку «чітку» модель лінійного програмування 
[8, с. 148–149].

Розв’язавши задачу (21), розрахуємо опти-
мальні змішані стратегії другого гравця. Особу, 

яка приймає управлінські рішення, задовольняє 
такий розв’язок цієї задачі, для якого � � 0 5, .  
Цю умову він задовольняє вибором величин w0  і 
d0 , ураховуючи обмеження (16).
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Скориставшись отриманими результатами, ви- 
щевказаними формулами і розв’язавши задачу 
(3), на основі формул (5) знайдемо оптимальні змі-
шані стратегії першого гравця. 

Висновки і пропозиції. Проведені дослідження 
показали, що значну частину задач економічної 
конкуренції можна звести до скінченної матрич-
ної гри двох гравців із нульовою сумою, матриця 
виграшів першого гравця якої має специфічний 
вигляд. Оскільки вітчизняні ринки мають висо-
кий ступінь невизначеності, то і параметри в 
моделі розглянутого класу антагоністичних ігор 
будуть нечіткими. 

У роботі розглянуто підхід до розв’язування 
певного класу теоретико-ігрових задач із нечіт-
кими коефіцієнтами в їхніх моделях. Запропо-
нований підхід полягає у зведенні цих моделей 
до двох двоїстих оптимізаційних задач лінійного 
програмування з граничними обмеженнями, кое-
фіцієнти яких зображено кусково-лінійними 
функціями належності. Знайшовши розв’язок 
цих двоїстих задач і розрахувавши змішані стра-
тегії двох гравців, особа, яка приймає управлін-
ські рішення, зможе зробити правильний вибір 
серед сукупності альтернативних рішень.
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НЕЧЕТКИЕ МОДЕЛИ АНТАГОНИСТИЧЕСКИХ ИГР

Резюме
В работе предложен способ решения определенного класса теоретико-игровых моделей в условиях нео-
пределенности. Обосновано, что значительную часть задач экономической конкуренции можно свести к 
конечной матричной игры двух игроков с нулевой суммой, матрица выигрышей первого игрока которой 
имеет специфический вид. Учитывая высокую степень неопределенности современных отечественных 
рынков и необходимость упрощения существующей ситуации при ее моделировании из-за невозможно-
сти включения в разрабатываемую модель всех реальных многообразных связей, в статье рассматрива-
ются антагонистические игры с нечеткими параметрами. Предложено искать решение рассматриваемого 
класса конечных матричных игр сведением их к двум двойственным оптимизационным задачам линей-
ного программирования с гибкими предельными ограничениями. Найдя решение этих двойственных 
задач и рассчитав смешанные стратегии двух игроков, лицо, которое принимает управленческие реше-
ния, сможет сделать правильный выбор среди совокупности альтернативных решений.
Ключевые слова: теория матричных игр, оптимальная стратегия, модель линейного программирования, 
нечеткая модель, функция принадлежности, кусочно-линейная функция принадлежности.
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FUZZY MODELS OF ANTAGONISTIC GAMES

Summary
The article is a continuation of a series of works on modeling situations in competitive markets at both micro 
and macro levels and the development of approaches to finding solutions to the obtained models. The paper 
proposes a method for solving a certain class of game-theoretic models under conditions of uncertainty.  
It is substantiated that a significant part of the problems of economic competition can be reduced to a finite 
matrix game of two players with zero sum, the matrix of winnings of the first player which has a specific 
form. Given the high degree of uncertainty in modern domestic markets and the need to simplify the current 
situation in its modeling due to the impossibility of including in the developed model of all real multifaceted 
relationships, the article considers antagonistic games with fuzzy parameters. It is proposed to look for the 
solution of the considered class of finite matrix games by reducing them to two dual optimization problems 
of linear programming with flexible limit constraints. The case is considered when the coefficients in the 
system of constraints of these models of linear programming are approximated by piecewise-linear member-
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ship functions, because they do not raise the question of linearity of the studied models. Using certain linear 
transformations, the optimization models of linear programming obtained in this work are reduced to models 
of a special kind, the method of solving which has been developed by other scientists. The essence of this 
method is that according to the Bellman-Zadeh approach, the resulting fuzzy model is reduced to the decision 
problem described by the multi-purpose optimization model, the solution of which includes only those alterna-
tives, in such problems are called Pareto effective. Using this method, the fuzzy model obtained in the work 
is reduced to a "clear" problem of linear programming, some parameters of which are rationally determined 
by the person making managerial decisions, based on certain limitations obtained by solving two "clear" opti-
mization models with known coefficients. By finding the solution to these dual problems and calculating the 
mixed strategies of the two players, the person making management decisions will be able to make the right 
choice among a set of alternative solutions.
Keywords: matrix game theory, optimal strategy, linear programming model, fuzzy model, membership func-
tion, piecewise-linear membership function.


